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RESUMEN 
En este trabajo presentamos la teona de los espacios de Alexandroff con sus 
propiedades teoremas y ejemplos Luego se traducen algunas nociones topologicas 
(interior cerradura etc ) de algunos espacios de Alexandroff asociados a un 
determinado axioma de separacion 
El capitulo I explica el concepto de espacio de Alexandroff y su asociacion con 
las relaciones de orden se plantea las caracterizaciones de la base y de los 
subespacios y se dan algunos ejemplos de espacios de Alexandroff con sus 
respectivos ordenes 
El capítulo II se refiere a conceptos y propiedades topologicas de los espacios 
de Alexandroff To 
Finalmente el capitulo III analiza las relaciones de preorden que le corresponden 
a los espacios de Alexandroff asociados a algunos axiomas de separacion 
IV 
ABSTRACT 
In this work we present the Alexandroff s Spaces theory with its properbes 
theorem and examples Then it is translated some topological notions ( interior 
closure etc ) of some AlexandrofFs spaces related to a determinated axiom of 
separation 
The first chapter explains the concept of the Alexandroffs spaces and their 
association with arder relations it is set out the charactenzations of the basis and the 
subspaces and it is given some examples of the Alexandroffs spaces with their 
corresponding orders 
The second chapter refers to concepts and topological properties of the 
Alexandroffs spaces To 
Finally the third chapter analyzes the preorder relationship correspond ing to the 
Alexandroffs spaces related to an axiom of separabon 
INTRODUCCION 
Un espacio de Alexandroff es aquel en el que cada punto posee una vecindad 
minirna Esto equivale al hecho de que la interseccion de cada familia de abiertos es 
un abierto A esta vecindad minima se le denomina V(x) y es la intersección de 
todos los conjuntos abiertos que contienen a x 
Dado un espacio de Alexandroff (X T) se define la relacion 	 sobre X como 
si y sólo si ae(b) o 	 si y solo si befa} Esta relacion definida de 
una u otra forma es reflexiva y transitiva y es, antisimetrica si y solamente si X es 
To 
Dado un conjunto ordenado podemos construir el espacio de Alexandroff con la 
topologia generada por V(x) Tx xeX} o {V(x)=Ix x€X} 
Inversamente dado un espacio de Alexandroff To podemos construir su conjunto 
ordenado con cualquiera de las dos relaciones de orden definidas anteriormente 
Uno de los objetivos de este trabajo es sistematizar las propiedades topologicas 
de los espacios de Alexandroff La importancia de este estudio radica en el hecho de 
que caracterizamos propiedades topologicas solamente tomando en cuenta su 
orden de especialización o relacion de orden entre los elementos del espacio 
Otro objetivo es considerar cual es el conjunto ordenado asociado o qué 
propiedades tiene ese orden ( interior clausura etc ) cuando se toma espacios de 
Alexandroff ToT1 oT2 
VI 
Aunque los espacios de Alexandroff fueron introducidos por P S Alexandroff en 
1937 bajo el nombre de espacios discretos la aplicabilidad de los mismos (o sus 
posets ) surgio a mediados de los ochentas como modelos topologicos de 
estructuras discretas como lo son por ejemplo imagenes digitales 
Khalimsky (1977 1986) y mas recientemente Kovalevsky (1988) propusieron 
que una imagen digital esta asociada a un espacio topologico 
En el procesamiento de imagenes el estudio de las propiedades topológicas de 
una imagen se ha desarrollado a través de la teona de grafos sin embargo la 
topologia general brinda importantes conceptos que se pueden utilizar en el 
analisis de imagenes Los siguientes parrafos explican brevemente lo anterior 
Una imagen digital es una funcion f cuyo dominio es un conjunto finito G G 
tiene como nombre rejilla y cada elemento de G se llama pixel Cada pixel de G 
tiene asociadas coordenadas que lo puedan ubicar en la rejilla 
Modelar una imagen digital por un espacio topologico significa hacer que los 
pixeles de G sean elementos de un espacio topologico Por definicion G es un 
conjunto finito por lo que los espacios topologicos para modelar a G serán espacios 
topologicos finitos y por lo tanto espacios son de Alexandroff 
Ademas para poder describir adecuadamente a una imagen digital se necesita 
poder separar dos píxeles mediante conjuntos abiertos Se requiere que dados dos 
pixeles exista una vecindad de uno que no contenga al otro Esto es se trabaja con 
espacios topológicos que son To 
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CAPITULO I 
INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE 
ALEXANDROFF 
2 
1 CONCEPTOS PRELIMINARES 
En esta seccion se van a introducir algunos conceptos básicos necesarios 
para el desarrollo del tema que se desea tratar Todos ellos pueden ser 
consultados en cualquier texto de Topologia General 
(a) Conjuntos parcialmente ordenados 
Una relacion 5 en un conjunto P se llama orden parcial ( u orden ) en Psui 
para todo abc EP 
a<a 
	
reflexiva 
a5. b y b5a implica a=b 	 antsimetrica 
a5b y b<c implica a<c 	 transitiva 
Es decir un orden parcial es una relacion reflexiva antisinnetnca y transitiva 
(b) Elemento maximo y elemento minimo de P 
Un elemento x de P se llama maximo si para todo y elemento de P 
y<x Similarmente un elemento t de P se llama minimo si para todo y 
elemento de P t5y 
Un elemento m se llama maximal si siempre que ni5 n esto implica que 
ni= n Similarmente un elemento r de P se llama ~mal si siempre que s 5 
r esto implica que s = r 
3 
(c) Elementos comparables 
Dos elementos x y en P son comparables sixy o ySx de otro 
modo son incomparables Un subconjunto CcP es una cadena si cualesquiera 
dos elementos de C son comparables Un nombre alternativo para una cadena 
es de conjunto totalmente ordenado 
(d) Conjunto convexo 
Un subconjunto A cP es convexo si dados x y elementos de A y 
x< z < y se tiene que z EA 
(e) Cubrimiento de un elemento 
Un elemento x de P se dice que es cubierto por y o y cubre x y 
escribimos x ->y o y<- x si x<y y cuando x5_z<y entonces 
z=x donde z <y significa zy y z=y 
(f) Conjuntos bajos y conjuntos altos 
Un conjunto 8cPes un conjunto bajo si para todo xeB y y 5. x se tiene 
que y E B Un conjunto AP es un conjunto alto si para todo xEA y x 5 y 
se tiene y EA Para X E P se define el conjunto bajo 1 x= [y EP y 5 x) 
y el conjunto alto T x = {yEP x5.311 
4 
(g) Propiedad de la cadena ascendente ( PCA ) 
Un conjunto ordenado P satisface la propiedad de la cadena ascendente si 
para cualquiera sucesion x 1 x2 x3 < en P existe k E N tal 
que xk 
 = Xic-i-z = 
La dualidad de la PCA es la condicion de cadena descendente ( PCD ) 
(h) Familia generada 
Para 8 = {Al ¿E!} una familia de subconjuntos de X con X un 
conjunto no va= un subconjunto A de X pertenece a la familia generada 
por B que denotamos B si existe J I tal que A = U443 con J EJ 
2 ESPACIOS DE ALEXANDROFF Y RELACIONES DE ORDEN 
Definicion 2 1 	 Un espacio de Alexandroff es un espacio topologico tal de 
que la interseccion arbitraria de abiertos es abierto 
En un espacio topológico (X T) 	 la interseccion 	 de dos abiertos 
cualesquiera es un abierto pero la interseccion arbitraria de abiertos no 
necesariamente es un abierto 
Los espacios de Alexandroff son espacios topologicos en los que cada punto 
posee una vecindad nnininna o tienen equivalentemente una sola base minima 
Esto se debe a que la interseccion de cada familia de abiertos es un abierto A 
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la vecindad minima se le denota V(x) y es la interseccion de todos los abiertos 
que contienen a x ( Cuando se habla de base minima o vecindad minima se 
refiere a minima en el sentido de la inclusion ) 
Proposicion 2 2 
	 X es un espacio de Alexandroff si y solo si cada punto 
X EX posee una vecindad minima V(x) con V(x) abierto 
Demostracion 
Supongamos que X es un espacio de Alexandroff con 
	 x EX 
Consideremos D(x) = {O cX tal que O es un abierto que contiene a x } 
Sea S(x) = no para O e D(x) entonces S(x) es un abierto ya que X es un 
espacio de Alexandroff Claramente S(x) coincide con V(x) la vecindad 
minima de x 
Ahora supongamos que cada punto x EX posee una vecindad mima 
V(x) Sea N = n tel ot 	 una interseccion arbitraria donde cada O, es un 
abierto de X Si N = o entonces N es un abierto 
	 Si N .fá entonces 
tomamos un xeN 	 luego 	 x E O 	 y ie / 
	 Por lo tanto 	 V(x)0 
	 y ¿el 
ya que 	 V(x) es la intersección de todos los abiertos que contienen a 
	 x 	 De 
esta forma V(x) ç N de aqui N es un abierto ya que para cada x EN 
V (x) Ç 
 N 0 
Proposicion 23 
	 Si (X T) 
	 es un espacio de Alexandroff entonces 
13 = ( I f(X) 9C E X} es una base de T 
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Demostracion 
Claramente el conjunto /3 cubre a X Supongamos B1 318 2 E13 y sea 
X E B1 n 82 entonces V(x) g 81 y V(x) g B2 luego V(x) g. BI. (I 82 
Por tanto B es base para la topología sobre X O 
Definicion 2 4 Sea X un espacio de Alexandroff y x EX El abierto V(x) 
se llama abierto ~mal de x 
Una subclase de los espacios de Alexandroff que contiene a los espacios 
finitos es la clase de los espacios topologicos localmente finitos ( un espacio es 
localmente finito si todo punto del espacio tiene un entorno finito ) De hecho 
cada espacio topológico finito es localmente finito y cada espacio topologico 
localmente finito es de Alexandroff 
Defimcion 2 5 	 Un espacio de Alexadroff que cumple con el axioma de 
separacion To se le da el nombre de espacio de Alexandroff To 
Dado un conjunto ordenado P se puede construir el espacio de Alexandroff T o 
X(P) como el conjunto P con la topologia generada por 
B= {T x x e P} 
el cual es un espacio de Alexandroff T o con V(x) = T x 	 13 es la unica base 
minima en la propostcion 3 1 (capitulo1) se demuestra 	 esta unicidad 
Inversamente dado un espacio de Alexandroff To X se puede construir un 
conjunto ordenado P(X) como el conjunto P con el orden 
x y si y solo si y e V (x) 
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Se nota que el orden puede también ser definido en forma inversa es decir con 
V(x) =I x en este caso x s y si y solo si x E V(y) 
Las relaciones 
x 5. y si y solo si y E 17 (X) 
o 
x < y si y solo si x e V (y) 
son claramente reflexivas y transitivas y son antisimetricas ( y de alli un orden 
parcial ) si y solo si X es T o (teorema 2 8 ) Un espacio de Alexandroff 7 10 se 
representa con el simbolo ( X T (5)) donde 5 es el orden asociado 
Proposicion 2 6 	 Sea ( X T) un espacio de Alexandroff 
	 entonces 
X E V(y) si y solo si y E (X) 
Demostracion 
Sea X E V (y) donde V (y) es la interseccion de todos los abiertos que 
contienen a y Luego 
Para todo O abierto de T y E O se tiene 
O — {y} n {x} # o luego y E {x} 
37 E {X} 
Sea ahora y E{x} entonces y e{x} 
luego para todo O abierto y E O 	 se tiene que 	 O — {y} n (x} # 0 
x e V (y) El 
8 
Observacion 2 7 	 De la proposicion anterior se sabe que X E V (y) 
si y solo si y e (x) 	 luego las relaciones 
x 	 y si y solo si y e V (x) para V(x) =T x 
Y 
x 5 y si y solo si X E V (y) para V (y) = 1 y 
quedanan respectivamente así 
(a) x 5 y si y solo si x E [y} 
y 
(b) x 5 y si y solo si y E Dr} 
Lo anterior indica que los espacios de Alexandroff T e, estan completamente 
determinados por sus respectivos ordenes Dado un espacio de Alexandroff 7 10 
se puede construir su conjunto ordenado con cualquiera de las dos relaciones de 
orden planteadas en la observacion 2 7 
Con el siguiente teorema se prueba porque es necesario que el espacio de 
Alexandroff sea To para que exista una relacion de orden 
Teorema 2 8 Dado un conjunto no vacio X las topologias de alexandroff en 
X están en correspondencia biunivoca con los preordenes en X Ademas las 
topologias To corresponden a los ordenes 
Demostracion 
Dada una topologia en X usaremos el preorden asociado 5 que ya hemos 
definido de la siguiente manera 
X 5 y si X E V (y) 	 o equivalentemente si V (x) cV (y) 
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como en este caso V(x) = x obviamente resulta V(x) c V(y) 
Claramente 5 resulta reflexiva y transitiva 
Reciprocamente si 5 es un preorden en X se define para cada x EX 
V(x)= {y eX I y 5 x} 	 B = {V(x) x EX } 
Veamos que los subconjuntos V(x) son base de una topologia en X 
X = U V(x) Vx EX luego cubren X 
Para V(x) = D'EX Iy5x} 	 y 	 V(y)=03EX1p5y} elementos 
de 	 B tenemos que 	 V(y) = V(x) n V(y) = u) EX lp 5. y} 	 por la 
transitividad de 5 luego Bes base de la topologia 
Supongamos ahora que X es To y 5 es el preorden asociado Si x < y e 
y 5 x entonces V(x) = V(y) Luego todo abierto que contiene a x contiene a 
y Analogamente todo abierto que contiene a y contiene a x Como X es To 
resulta x = y Luego 5 es antisinnetrica y por lo tanto un orden 
Por ultimo sea 5 un orden en X y sean x y EX Supongamos que para la 
topologia asociada x e y son tales que cada abierto que contiene a x contiene 
tambien a y y viceversa Luego en particular y eV(x) y x E V(y) Se tiene 
entonces que y5x y x 5y por lo tanto x = y En conclusion X es To 
Observacion 2 9 De lo anterior se puede concluir que X es To si y solo si se 
cumple que Vxy EX V(x)=V(y) si y solo si x = y 
Lo anterior prueba claramente el siguiente teorema 
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Teorema 2 10 
Sea X un espacio de Alexandroff X es To si y solamente si V(x) = V(y) 
implica x = y 
3 CARACTERIZACIONES DE LA BASE Y DE LOS SUBESPACIOS 
Como se dijo antenormente cada espacio de Alexandroff tiene una sola base 
minimal es decir el conjunto B = {V(x) xE X} que genera la topología del 
espacio de Alexandroff es unico 
Proposicion 3 1 	 Sea (X T) un espacio de Alexandroff entonces existe 
una unica base minimal 
Demostracuon 
Es claro que el conjunto 13 = {V(x) x EX }forma una base para la topología 
donde V( x) es la interseccion de todos los abiertos que contienen a x Ahora 
si f3 es otra base y xeX como V(x) es abierto entonces existe fli E a tal 
que x e fi i cV(x) Pero por detinicion de V(x) resulta v(x) cpi de donde 
V(x) = pi e II O 
Teorema 3 2 	 Sea X un espacio de Alexandroff y B una familia de conjuntos 
abiertos Entonces B es una base minimal para la topología de X si y solo si 
1 B cubre a X 
2 Si A El Ell entonces existe una subfamilia ( 8 , ¿El) de B tal que 
A n B = 11iE1 13 , 
11 
3 	 Si una subfamilia 	 { B, 	 lel} 
existe 	 L o 	 el tal que 	 U, E1 /31 = BLo 
de 13 	 verifica U ei /3 1 E B entonces 
Demostracion 
Si Bes una base minimal claramente se cumple 1 y 2 Ahora 3 se cumple 
obviamente porque para todo /3 E B 	 B se puede expresar 
	 como 
B = ULEI B i = V(x) 	 Luego existe / o e 1 tal que X E B lo cV(x) luego 
1310 = V(x) 
Inversamente como X es un espacio topologico por 1 y 2 B es una base 
mima' O 
Teorema 3 3 	 Sean X y Y espacios de Alexandroff con bases 
~males B y /3 respectivamente Si Y es un subespacio de X 
entonces a = {B n Y BE /3 } 
Demostración 
Sea B = 01(x) xe X} 	 y 	 13= {V (y) ye Y ) donde V(x) es la 
interseccion de todos los abiertos en X que contienen ax yV (y) es la 
interseccion de todos los abiertos en Y que contienen a y 
Luego 
v ()o= {no, ye01 Vi El con 0, abiertos de Y ) 
De esta forma existen it, abiertos de X tal que O I = A t n Y con lel 
Por lo tanto 
V (y) = no = n(A n Y) = (nA, )ny donde yeA L V lel 
Supongamos que existe otro abierto Ak de X con A k #21 , Vt El tal que 
y EA,, 	 entonces existe otro abierto Ok de Y con Ok #OL Vid tal que 
Ok = A k flY 	 ye Ok 	 Ok e10 1 ¿El) 	 —fr 	 En conclusion 
V(y)= flA lítE / luego V (y)=V(y)nY para todo y EY 
Proposicion 3 4 	 Sea X un espacio e Alexandroff y sea Y c - X un 
subespaao Entonces el preorden asociado a Y es la restncaon del orden 
asociado a X 
Demostracion 
Sea s, el preorden asociado a Y 	 y 	 el orden asociado a X 
Supongamos 	 yi y2 E Y entonces por el teorema antenor y por la 
observación 2 7 se afirma lo siguiente 
53, y2 	 y i E V (y 2) c> yi E V(y 2) n Y c , .5",r y2 O 
4 ALGUNOS EJEMPLOS DE ESPACIOS DE ALEXANDROFF 
Ejemplo 4 1 	 Sea N el conjunto de los numeros naturales con excepción del 
cero y sea T2 = fAcN x EAx 2 EA) 
Para cada p E N sea Ap 
 = (P2n /n e NiU {p} 
Considere V = ( Ap 	 p e N} 
Entonces 
• El espacio ( N y 2) es un espacio de Alexandroff 
(N T2) es un espacio T 0 
• V es una base minimal 
En efecto 
	
a) Stoer2 =3 xeo 	 x2 0 o —>j<— 
0 E T2 
b) Vx eN x2 e N 
N E z-2 
c) Sea { A, I E I } una familia arbitraria de elementos de T2 
sea X E Iliei A l 	 3 	 Lo E! 	 x e A to 	 x2 E Aio 
por lo tanto 
X2 E U1 A1 con ¿El 
luego 	 X E 11 LE L A l E V2 
d) Sea fA i tel} una familia arbitraria de elementos de T2 
si n 1€1 /1 1 = 0 	 entonces n LE/Ai e r2 
Sea ahora x e fl 161A= 	 EA L para cada l E 1 
13 
luego x 2 E n LE/A L por lo tanto n tElAt E y 2 
En conclusion ( X r2) es un espacio de Alexandroff 
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Para todo x y eN con x 	 y y x < y 	 existe un abierto A Y 
tal que y e Ay y x 0 A y  
Luego (X r2 ) es un espacio To 
Veamos ahora si Ves una base mininnal del espacio 
a) N = 114, para todo X E N Por lo tanto V cubre a N 
b) Sean A z A y e V con x y y y < x 
Si A z n A y = 0 entonces A z n A y E V* ( generado de V) 
Ahora sea r E A z n Ay 	 por lo tanto 
r = xn y r = 
	
para algun n n = 12466 10 
	 luego 
xn = y Si n = n entonces x = y Como y < x se tiene n >n por 
lo tanto existe k {1 23 4  ) tal que x = y k  
Lo anterior quiere decir A z n A y 	 si y solo si x = yk 
Por lo tanto 
A z = Ayk = yk y2k y 4k 3,6k y8k ylOk Y 
Ay = y y 2 y 4 y 6 y 8 y10 } 	 claramente se ve que 
para k par A y k n Ay = A Yk e V 
Por otro lado si k es impar tenemos 
A k nA = A k 	 (3.1 k = U A (yk) n para n E RI Y 	 Y 	 Y 
En conclusion A z n A y eV * 
c) Sea ahora {A / I el) una subfamilia de V tal que 11161 11 1 eV 
luego existe J E N A = Ute/ A L luego I es el inf de los t el con / E 
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Por lo tanto y / l se tiene que E 1 2 P / p e N} ya que cada elemento de 
UiciA, son potencias de igual base En conclusion existe je! tal que UtelA 1 = 
Luego V es una base ~mal de ( X r2 ) 
Vemos ahora una parte del orden del conjunto Para esto se toma la relacion 
de orden planteada en la observacion 2 7 	 que establece lo siguiente 
x s' y 	 y e V (x) para V(x) =t x 	 Recordemos que ( N T2) es el 
espacio de Alexandroff con la topologia T2 = ( A eN xE A x 2 EA} y cuya 
base minimal es V = {Ap p EN} Para terminar de resolver este problema 
V(x) = A, = (x x2 x4 x6 x8 x10 } que representa el abierto minimal de x 
es decir la interseccion de todos los abiertos que contienen a x 
Solucion 
V(2)= 
2s.- 22 
2< 24 
2<26 
V(23)= { 
23 26 
{2 
23 
22 24 26 
26 212 218 
28 
224 
210 
230 
.1 ( 22)  = {22  
22S24 
22 <28 
22 < 212 
V(24) = {24 28 
24 <28 
24 
216 
28 
224 
212 
232 
216 22o 
246 
23 < 212 	 24 < 216 
23 < 218 	 24 < 224 
v(25) = { 25 210 220 230 240  250 .1 
2 5 < 210 
25 < 220 
25 < 23° 
2 5 < 24 0 
V(26)= (26 212 224 236 248 2 ° ) 
26 < 212 
26 < 224 
26 <236 
2 6 < 24 8 
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Por las relaciones anteriores y por transitividad se consigue a continuacion 
parte del conjunto ordenado 
2 16 	 248 	 2144 	 2432 	 21296 
28 	 224 	 272 	 2216 	 2648 
	
24 	 212 	 236 	 2109 	 2324 
\ / \ / \ / \ /\ 
22 	 26 	 2 18 	 264 	 2162 
\/ \/ \/ \ / 
2 	 23 	 29 	 227 
Figura 1 
Donde V(x) = t x = (ye Ri X sy ) con xsy i>y E V (X) = Ax 
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Ejemplo 4 2 	 Para este ejemplo se usara V(x) = 4ix 
Sea X={ 2 3 4568  10 } con el orden parcial 3 6 2 6 2 4 8 2 5. 10 
55_10 como muestra la figura 2 
8 
Figura 2 
Luego la topología de Alexandroff To esta generada por B = (la xeP) es 
decir B=H2) (3) (42)(5) (236) (248) (2510)) Notar que 
los abiertos de la topologia asociada son los subconjuntos U que cumplen si 
x esta en U entonces todos los de debajo de x tambien estan en U Es decir 
r. = { U c-X n E U m/n ME U 1 
Ejemplo 4 3 
Sea X = (abcd} cuya topologia de Alexandroff To es 
r .-- {o X tabc}{b){c}{bcd}lbc}1 	 Construiremos el conjunto 
ordenado P(X) con la relacion de orden 
x 5 y si y solo si y e (x) si y solo si X E V(y)=.1. y 
( planteada en la observación 2 7 ) 	 Veamos 
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Los cerrados son 	 0 X {d} {a c d} {a b d} {a} {a d} 	 Luego 
{a} = {a} 
{b} = {a b d} 
T2.7 = {a c d} 
{d} ={d} 
por lo que tenemos 
b Sa bScl c s'a y c 
y de aqui la figura del conjunto ordenado P(X) es 
a • 	 d • 
l 	 l 
b • 	 c • 
Figura 3 
5 ESPACIO OPUESTO 
Defirucion 5 1 	 Sea (X r) un espacio topologico un subconjunto A de X 
es un conjunto cerrado si y solo si su complemento A es un conjunto abierto 
Definicion 5 2 	 Dado un espacio topológico (X 2- ) se llama espacio 
opuesto y se denota X°P al par formado por el conjunto X y la familia de los 
cerrados en la topologia y 
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Si (X y) es un espacio de Alexandroff 	 X°P es tambien un espacio de 
Alexandroff 
Observamon 5 3 	 Si X es un espacio de Alexandroff entonces V(x) r-{x}°P 
donde {x}°P es la adherencia de {x} en el espacio X°P Lo antenor quiere decir 
que la intersección de todos los abiertos de X que contienen a x es igual a la 
interseccion de todos los cerrados de X°P que contienen a x 
Proposimon 54 	 Sea (X y) un espacio de Alexandroff Si 5_ es el 
preorden asociado a X y 	 ()7] es el preorden asociado a X P entonces k 
coincide con op 	 Es decir X 5-op y .=> ys- x Similarmente si el espacio es 
Tc, entonces el preorden seria orden 
Demostramon 
Por la observación 2 7 se tiene 
X «Sop y c". y e (X) P = V(X) 1> y s-x 0 
Observamon 5 5 
A diferencia de lo que ocurre con una topologia en general en los espacios 
de Alexandroff los abiertos y los cerrados cumplen las mismas propiedades 
Es decir que si en un espacio de Alexandroff cambiamos abiertos por cerrados 
obtenemos una nueva estructura de espacio de Alexandroff en el mismo 
conjunto 
6 FUNCIONES CONTINUAS 
Teorema 6 1 	 Sean (X s) e ( Y S) dos espacios de Alexandroff con sus 
respectivos preordenes 	 f X -> Y 	 es continua si y solo si para todo 
x s x se tiene f (x) S f(x) 
Demostracion 
Supongamos que f es continua Sea x s• x 	 luego V(x) c_ V(x ) 
ya que el preorden asociado s es 
	 x Sy si y solo si X E 17(y) donde 
V(y) = (z EX zSy} Como V(f(x )) es abierto en Y y f es continua 
entonces f-1 (V(f(x )) ) es un abierto 	 Como x e f-1 (V(f(x))) 
entonces V(x ) c f-1 (V(f (x )) ) por lo tanto X E v(x) _C  
luego f (x) E V (f (X)) f (x) S f (x) 
Recíprocamente sea B cY un abierto tal que f(x) E B Si x S x 
entonces f (x ) S f (x) 	 f(x) e V(f (x)) c- B luego x E f-1 (B ) De lo 
anterior se concluye que V(x) =1 x c f-1 (B ) 	 es decir 	 V(x) 	 es un 
entorno de x en f-1 (B ) por lo tanto f(V(x))eB 0 
Si 	 f X --) Y es una aplicación continua y X es un espacio de 
Alexandroff 	 entonces 	 f( X) no necesariamente es un espacio de 
Alexandroff 	 Ejemplo 	 Si 	 X = N con la topologia discreta y si 
Y = Q con la topologia del subespacio de IR 	 Tomamos una funcion 
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biyectiya f N -> Q entonces f es siempre continua pero f(N) = Q no 
es un espacio de Alexandroff Una condición fuerte para que f(X) sea un 
espacio de Alexandroff se da en la siguiente proposicion 
Antes de plantear la proposicion recordemos que una funcion es abierta si la 
imagen de todo conjunto abierto es un abierto 
Teorema 6 2 
	
Sea f X -> Y una aplicación continua abierta si 
X es un espacio de Alexandroff entonces f (X) tambien es un espacio 
de Alexandroff Ademas si y E f (X) con f(x) = y entonces 
V(y) = f (V(x)) 
Demostracion 
Sea y E f (X) 	 y y = f (x) con 	 x e X Como f es abierta 
f(V(x)) es un abierto en f (X) Sea U un abierto de f (X) tal que y e U 
luego x e f -1 (U) y como f -1 (U) es un abierto en X entonces 
V(x)ç f -1 (U) Por tanto se tiene que f(V(x)) 	 U Lo anterior quiere 
decir que f (V (x)) está incluido en todo abierto que contiene a y de esta 
forma 	 f(V(x)) C V(y) 	 Tambien como 	 f(V(x)) es un abierto que 
contiene 	 y entonces V (y) 	 f(V(x)) 	 luego ¡'(y) = f (V (x)) 	 En 
conclusion V(y) es un abierto y por la proposicion 2 2 ( capitulo 1 ) f (X) 
es un espacio de Alexandroff E 
Teorema 6 3 Si f X -> Y es un honneomorfismo y X es un espacio de 
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Alexandroff entonces Y es un espacio de Alexandroff 
Demostracion 
Si f X —> Y es un homeomorfismo entonces f es una funcion continua 
abierta con f (X) = Y Luego por la proposicion anterior 6 2 Y es un 
espacio de Alexandroff E 
CAPITULO II 
ALGUNOS CONCEPTOS Y PROPIEDADES 
TOPOLOGICAS DE LOS ESPACIOS DE 
ALEXANDROFF 
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1 INTRODUCCION 
Como se planteó en el capítulo 1 un conjunto ordenado P satisface la 
propiedad de cadena ascendente ( PCA ) si para cualquier sucesion 
x1 x2 x3 en P existe k E N tal que xk = xki-i = y por otro 
lado satisface la propiedad de cadena descendente ( PCD) si para cualquier 
sucesión x1 x2 x3 en P existe k EN tal que xk = Xk+1 = 
En este capitulo se trabaja con la relacion de orden x 5_ y si y solo si 
y El/ 00 para v(x) =T x 
Si ( X 71.c ) es un espacio de Alexandroff To que satisface la PCA 
entonces se define M como el conjunto de todos los elementos maximales de 
X Para un punto x E X se define xfi = (T x) n Iti Si A es un subconjunto de 
un Espacio de Alexandroff 7 10 que satisface la PCA entonces M (A) es el 
conjunto de todos los elementos maximales de A bajo el orden inducido Es 
obvio que si A es abierto se tiene A P_ A para todo x EA y si M(A) 1 M 
entonces A no es abierto 
Por otro lado si X es un Espacio de Alexandroff To que satisface el PCD 
entonces se define m como el conjunto de todos los elementos minimales de X 
Para el punto x EX se define xil=lxnm Si A es un subconjunto de 
un espacio de Alexandroff To que satisface la PCD entonces m(A) es el 
conjunto de todos los elementos minimales de A bajo el orden inducido es 
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obvio que si A es cerrado entonces x1.1 g A para todo x€ A y si m(A) m 
entonces A no es cerrado 
Como se demostro en el teorema 2 8 (capitulo 1) a un espacio de Alexandroff 
le corresponde un preorden y si el espacio es T o le corresponde una 
relacion de orden por esta razón gran parte de este trabajo se concentra en los 
espacio de Alexandroff To 
La relación de orden que le corresponde al espacio es utilizada en 
demostraciones en conceptos y para ilustrar resultados La importancia de este 
estudio viene del hecho que se pueden caractenzar propiedades topologicas 
tomando en cuenta el orden del conjunto Para ilustrar lo anterior veamos los 
siguientes ejemplos y la siguiente proposición 
a) Si (X T) es un espacio de Alexandroff To entonces un subconjunto 
A de X es abierto si y solo si es igual a su conjunto alto (A = T A) 
y A es cerrado si y solo si es igual a su conjunto bajo (A = .1 A) 
También los conjuntos abiertos y cerrados se pueden caractenzar como 
sigue A es abierto si A =1A y A es cerrado si A = T A 
b) Un espacio topológico X es submaximal si cada subconjunto denso es 
abierto Un espacio de Alexandroff To X es un submaximal si cada 
elemento en el correspondiente conjunto ordenado es maximal o minimal 
La gráfica del correspondiente conjunto ordenado contiene dos filas la fila 
26 
de los elementos maximales y la fila de los elementos minimales por decir 
algo asi 
• • • • • 
• • • • • 
Figura 4 
Para probar lo antenor supongamos que X es submaximal y que existe 
xi < X2 <X3 en X entonces la cerradura de X \ (X2 ) es un subconjunto 
denso pero no es abierto ya que su conjunto alto es X lo cual es una 
contradiccion Por otro lado supongamos que cada elemento de X es 
maximal o minimal Si U es un subconjunto denso entonces ri =1 U = X 
luego Al CU y de aquí un abierto dado que si xeU y yeX 
tal que x 5 y entonces x= y o yeRICU asi que U =t U 
por consiguiente X es submaximal 
c) En un espacio topologico A es denso si il es igual al espacio pero para 
un espacio de Alexandroff To A es denso si MG A y nunca denso si 
M n A = 0 La parte b) prueba este resultado 
d) En (x T) el punto x es aislado si { x } es un conjunto abierto y por 
lo tanto un mazna! en X Es obvio que M es el conjunto de todos los 
puntos aislados de X 
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e) En (X Tc ) el punto x es un punto de acunnulacion de A X si 
V(x) = T x intercepta A\ (x} 
2 CONCEPTOS TOPOLOGICOS BASICOS 
Proposicion 2 1 Sea (X T) un espacio de Alexandroff 7 10 y sea B g X 
Entonces las siguientes afirmaciones son validas 
a) Para X E X (x} =ix 
b) B 	 = freB 	 Tx gB}=11.[Tx Tx gB } 
c) fi = Utlx: xeB} o 
d) B = -B-Vx x es maximal en B} 
e) Fr(B)= U{Ix xeB}\(x Tx g B) 
Demostración 
a) 1 X es un conjunto bajo por lo tanto es un conjunto cerrado Asi que 
fx) g 1 x Ahora sea z e lx luego z x 	 Si Z E {X} 
el cual es un conjunto abierto 
	 T z g (x} luego T z n {x} = 0 
Como X E Tz resulta x e {x} lo que es una contradiccion 
b) Directa ya que 
	 5 es la union de todos los abiertos que están 
incluidos en el 
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c) Si x E B entonces {x} =ix G b así 11[1x x eB} g h- 
Por el otro lado 	 si xell 	 xelx .Q U{1x xen asi que 
B G U flx x eB) el cual es un conjunto cerrado 	 Por lo tanto 
-9 g 11{1x x eB} 
d) SI x eB entonces x E/7 y T xf)B\fx} # 0 	 3y eB tal 
que 	 x 	 y 	 asi 	 que x no es mama! en B Luego 
8 g Ii\ix 	 x es maximal en B } 	 Por otro lado si z E ti y z no es 
maximal en fi entonces T zflB *0 Si T z fi B = tz} entonces z 
es un máximal en B —,4--- Luego existe pe8 z 5 p Az # p es 
decir T zflB \-(z} *0 En conclusion z eB 
e) Directa ya que Fr (B) = -1-3- \B 	 U 
Proposicion 2 2 	 Sea ( X T) un espacio de Alexandroff T. que cumple la 
propiedad de cadena ascendente y sea 8 g X 
Entonces 
a) B =0 (=> Bnm =0 
b) fi = U (lx x eM(B)} =1 M(B) 
C) B =1.1{(1x)Vx} x eM(B)} #(1 M(B))\M(B) 
d) Un subconjunto B es denso si y solo si M G B 
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e) El subconjunto B es nunca denso si y solo si M n B = 0 
O Si Pi= 1 con IMI el cardinal del conjunto M entonces cualquier 
subconjunto de X es denso o nunca denso 
Demostracion 
a) Supongamos /3 =0 y x e Bf1M 	 Asi que x es maximal de 
X en B luego Tx = (x). g B lo que contradice ya que B =0 
Supongamos ahora que B n Af = 0 y z eB esto quiere 
decir Tz c B Pero como X satisface PCA entonces existe un 
munal p en X tal que a _S p luego petz GB luego 
p eBnM --di— 
b) Si X E B entonces existe un elemento maximal y en 13 tal que 
x cs y lo que implica que r3 = UUL x xeB}GU{Ix x eh: (B)) 
Para la otra indusion es obvio que 11{1x x eM(B)} .0 19- 
c) Por la proposiaon antenor 2 1 se tiene que 
B = iii\{x x es mama! en B} = U{lx x e M(B)}\M(B) = 
U{(1x)\{x} x eM(B)}= (1 M(B))\M(B) 
cp => Supongamos que M g B así que M(B)= M luego por b) se 
fi= U{Ix xeM(B)} 
il= 11{1x x eM}= X 
Ahora supongamos que B es denso y sea x eM Luego 
tenemos que x = B = .1 M(B) de esta forma X E 1 M(B) por lo 
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tanto T x n B*0 	 pero 	 como x es un maximal entonces 
Tx = (x} en conclusion X E B 
e) 	 Un subconjunto de un espacio topologico es nunca denso si -fi. = 0 
Ahora supongamos que 1 = 0 luego por la parte a) de la proposición 
hl-1m = 0 por lo tanto Bnm = 0 
Por otra parte si 	 M n B = 0 	 entonces M n B=0 	 ya que 
D = ut ix 	 x EB} 	 Luego por la parte a) 	 de la proposición 
B=ø 
O Sea 1M1= 1 y 8 unsubconjunto deXz MgB6MZB 
Si M c 8 = por la parte d) de la proposicion B es denso Si 
M Z 8 entonces M n B=0 luego por la parte e) de la proposición 
B es nunca denso O 
Para ilustrar lo anterior veamos los siguientes ejemplos 
	
Ejemplo 1 	 Considerese el conjunto ordenado X con el orden parcial en la 
siguiente figura 
dO 	 e0 	 f O 
/ \ / \ 
	
a0 	 b0 	 c O 
Figura 5 
Así X = labcdefl satisface PCA y M=irdeff 
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B = (a c d f ) 
	 M(B)={c d f) entonces 
1)8 .--ta U 11 ={a d fi 
2) 13- = j,c U Id U 1,f =B U( b) 
3) Fr(B)= \ B =(b e) 
4) 8 = (1,c)1(c) U (4.d)1{d) U (lf)\(f)= (a b) 
Ejemplo 2 
Sea X Lin conjunto ordenado con el orden parcial como aparece en la 
siguiente figura 
a41 o 	 a420 	 a43 o 	 6144 o 	 a45 o 
ano 	 ano 	 a330 	 6134 o 	 agso 
an o 	 an o 	 a230 	 a24 O 	 a25 o 
/ 
an o ano 	 ano 	 a140 	 au o 
figura 6 
Asi X satisface la PCA donde el conjunto M=fazz azz an 4j a42 
a45 j Cualquier subconjunto que contiene a M es denso 
Sea B = ( a 
	
-n ab au ab: 1715 	 «21 a22 1123 451 1225 
entonces 
a) B =( a11  
b) 13- =B 
c) B= B 1( azi a a 
--n 	 a24 a25 ) 
= (a12 an  12j4 a15 ) 
d) Fr(B)=B \(an an ) 
Si C={ a11 a12 a1, aut  a15 J entonces 
a) C= { 
b) -E=C 
e) C = 	 C = 
d) Fr(C)= 	 an ) 
3 ALGUNAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS 
PROPOSICION 3 1 	 Sea (X T) un espacio de Alexandroff para todo 
p E X V(p) es conexo 
Demostracion 
Supongamos que V(p) es inconexo luego existen subconjuntos abiertos 
G y H de X tales que V(p)f1G y V( p )f) 11 son conjuntos no vamos 
disjuntos cuya union es V(p) 
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Como 	 V(p)fIG fl V(p)nm = 0 entonces 
V(p) n [G U] =0 ( * ) 
Por otro lado como 	 V(p) flG U V(p)n FI = V(p) resulta 
V(p) n [GUÍE] = V(p) luego V(p) g [G UII] 
por lo que peGópeH 	 ya que si pe Gf1H (*) es distinto del 
vacio 	 Si peG\HG 
	 es un abierto que contiene a 	 p luego 
V(p) c. G 	 Por otro lado de ( * ) se deduce que [V(p)f1G] n H = 0 
pero como V(p) g. G n 	 la ecuación anterior queda asi 	 V(p) n H = 0 
—›1 <— Luego V(p) no es inconexo y por tanto es conexo O 
TEOREMA 3 2 	 Sea X un espacio de Alexandroff T 0 entonces 
a) X es localmente conexo 
b) X es primero contable 
c) X es segundo contable si y solo si es contable 
d) X es separable si y solo si X = Uncatifrn} 
Demostración 
a) Sea p eX luego V(p) es un conjunto conexo y abierto que contiene a 
p y al mismo tiempo es un subconjunto de todo conjunto abierto que 
contiene a P luego X es localmente conexo ya que es localmente 
cgnexo en cada uno de sus puntos 
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b) para cada punto p E X existe una base local contable B p es decir 
cada abierto G que contiene a p 	 existe 1 7 (1)) E Bp 	 tal que 
p eV(p) cG 
c) Un espacio contable y primero contable en cualquier espacio 
topológico implica segundo contable Si el espacio es segundo contable 
entonces existe una base contable para el espacio luego asi es el 
espacio 
d) Si X es separable entonces posee un subconjunto denso contable 
D = (xn n EN} como 171= DUD = X para cada x E X si x E D 
entonces V(x)\ fr} nu,-50 entonces V(x) flDo0 Si x e D se tiene 
voonD#0 entonces xn e V(x) para algun n e N luego x xn 
COMO Den} = 1 xn 	 x E (xn} asi X = 4_1 fxn1 Lo contrario se 
pn.,eba en la misma direccion III 
1, 
CAPITULO III 
ESPACIOS DE ALEXANDROFF Y ALGUNOS 
AXIOMAS DE SEPARACION 
1 INTRODUCCION 
Los axiomas de separación son propiedades topológicas que se refieren 
fundamentalmente a la separacion por abiertos de puntos puntos y conjuntos 
cerrados ó cerrados y cerrados 
A cada espacio de Alexandroff que cumple un determinado axioma de 
separacion se le asocia un preorden esto da ongen a espacios topologicos 
cuyo conjunto tiene propiedades especiales Uno de los objetivos de este 
trabajo es conocer la interpretacion de algunas nociones topológicas ( interior 
cerradura etc ) de espacios de Alexandroff asociados a un axioma de 
separacion 
Un espacio topologico (X n es T1 si y sólo si dados dos puntos distintos 
cualesquiera x yEX cada uno pertenece a un conjunto abierto que no contiene 
al otro 
El teorema 2 3 de éste capitulo plantea que un espacio de Alexandroff 
T1 equivale a que el espacio sea discreto llevando asi a que el estudio de estos 
espacios no sea muy interesante Por esta razon en este capitulo tambien se 
analiza qué tipo de preorden tiene asociado un espacio de Alexandroff que 
cumple con un determinado axioma de separación pero sin la hipótesis de que 
el espacio sea T1 
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2 ESPACIOS DE ALEXANDROFF (T1-7-2) 
Definicion 2 1 	 Un espacio topologico (X T) es 7'1 si y sólo si dados 
xyeX con x*y existen AB abiertos tales que xeA y0A 	 x013 
y e8 
Proposicion 22 	 Un espacio topologico es discreto si y solo si cada 
conjunto unitano (x} del espacio es abierto 
Demostración 
En todo espacio discreto los subconjuntos del espacio son abiertos en 
particular los conjuntos unitarios son abiertos 
Por otro lado si cada conjunto unitario (x) del espacio es abierto entonces 
dado A .Q X como A = UxEAtx1 A es abierto luego el espacio es discreto O 
Teorema 2 3 	 X es un espacio de Alexandroff T1 si y solo si es discreto 
Demostramon 
Si X es un espacio de Alexandroff T1 afirmamos V(x) = (x} En efecto 
supongamos que existe ye V(x) con x * y luego por la observación 2 7 
( capitulo 1 ) se tiene que para V(x) = tx 	 x y entonces V(y)c- V(X) 
Como X es T1 existen A B abiertos tales que xe-A y0A 
	 x08 yeB 
Por lo tanto se tiene 
V(y)c V(x ) 
Y 
V(x)c A 
Con lo que se concluye que xyeA lo cual es una contradicción afirmando 
asi que x = y y V(x)= [xl y por la proposicion 2 2 de este capitulo el 
espacio es discreto 
Si X es discreto obviamente es un espacio de Alexandroff T1 O 
Definicion 24 	 Un espacio topologico (X T) es Ty si separa puntos es 
decir que para todox*yEX existen U S abiertos disjuntos con xEU y 
y E S 
Teorema 2 5 	 X es un espacio de Alexandroff T2 si y solo si para x * y 
en X V(x) n V(y) = 0 
Demostración 
Si X es un espacio T2 entonces existen U S abiertos disjuntos de x e y 
respectivamente como V(x) c U y V(y) c . S entonces V(x) n V(y) = 0 
Es tnvial dado que V(x) y V(y) son abiertos disjuntos que contienen a 
x e y respectivamente O 
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Teorema 26 
	 X es un espacio de Alexandroff T2 si y solo si es discreto 
Demostracion 
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Como X es un espacio de Alexandroff T2 entonces es T1 luego por el 
teorema 2 3 es discreto 
Si X es discreto obviamente es un espacio de Alexandroff T2 O 
La relacion identidad en un conjunto X es claramente una relacion de 
equivalencia ( reflexiva simetnca y transitiva ) Se sabe que una relacion es 
simétrica siempre que a5_13 entonces b..5a para cualquier abEX 
Veamos que tipo de preorden tienen asociado los axiomas se separacion T1 y 
T2 en los espacios de Alexandroff Para esto se plantea la siguiente 
proposición 
Proposloon 2 7 	 El preorden asociado a los espacios de Alexandroff T 1 
COMO Ty es la relación de identidad 
Demostracion 
Los espacios de Alexandroff T1 como T2 son discretos si y solo si V(x) = fx} 
para todo X E X si y solo si xy implica x=y si y solo si _. es la relacion de 
identidad ( ver demostración del teorema 2 3 y 2 6 ) 9 
La próposición anterior nos afirma que V(x) = t{x} = tx) para todo xeX 
es decir todos los elementos de los espacios de Alexandroff T1 como T2 son 
maximalép luego la correspondiente gráfica del conjunto es 
Figura 7 
Como en cualquier espacio topologico T2 T1 T0 por lo tanto para los 
espacios de Alexandroff T1 y T2 la proposición 2 1 (capitulo 2) queda así 
Proposicion 28 	 Sea (X T) un espacio de Alexandroff T1 ó Ty y 
sea B S X Entonces las siguientes afirmaciones son válidas 
a) Para X EX Ex) = I x = (x]. 
b) B ={xeff TxgB}=U{Tx Tx g B }=B 
c) B= U{Ix xeB}=13 
d) B = IV x x es manmal en B } = B\B = 0 
e) Fr(B)= U{Ix x eB}\{x TxgB}= B \B= 0 
Como se menciona a inicio de este capitulo un espacio de Alexandroff T 1 ó 
T2 equivale a que el espacio sea discreto llevando as, a que su estudio no sea 
muy interesante comprobándose esto con la ayuda de la ultima figura y la 
ultima proposicion 
3 AXIOMAS DE SEPAFtACION T3 Y Es 
Definicion 3 1 
	 Un espacio topológico X es 7'3 si es T1 y separa puntos de 
cerrados es decir para todo x6X Fc X cerrado tales que x oF existen 
entornos Ifisjuntos de x y F respectivamente 
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Definicion 32 
	 Un espacio topologico X es 7'4 si es T1 y separa 
cerrados de cerrados es decir para todo par de subconjuntos cerrados disjuntos 
F y K de X existen abiertos disjuntos G y H tales que FcG y KcH 
En topología se estudia que las siguientes implicaciones son estrictas 
T4 =T3 =T2 =T1T0 
Estos axiomas de separación no son muy utiles al trabajar con espacios de 
Alexandroff porque T1 ya equivale a que el espacio sea discreto Por esta 
razon veamos que tipo de preorden tiene asociado un espacio de Alexandroff 
que cumple con los axiomas de separacion 7' 3 y T4 pero sin la hipótesis de que 
los espacios sean T1 
Definición 3 3 	 Se define T 3 y T 4 de la misma forma que 7'3 y 7'4 
respectivamente pero sin la hipótesis de que los espacios sean T 1 
Proposicion 34 	 El preorden asociado a un espacio de Alexandroff T 3 
es una relacion de equivalencia 
Demostración 
Solo falta probar la simetna para demostrar que el espacio T 3 es una 
relacion de equivalencia 
	 Supongamos que x .5.y 	 Si ylx entonces 
y e {x} ( ver observación 2 7 del capitulo 1 ) 
	 luego existen 	 A y B abiertos 
disjuntos 
	 tales que 	 yEA 	 y 	 fx)cB 	 pero 	 yEV(x)8 
	 Esto es 
contradictorio pues A y B son disjuntos Luego si x 5.y entonces y x El 
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Definicion 3 5 	 Un preorden 5 es dirigido si para todo x y existe z tal 
que x 5_ z y yz 
Defirnacen 56 	 En una relación x e y estan en la misma componente si 
existe n EN y z1 z2 z3 	 z„ tales que z 1 = x z„ =y y z, z,.+1 son 
comparables para todo 1<l<n - 1 
Proposición 57 	 El preorden asociado a un espacio de Alexandroff T4 es 
un preorden dirigido por componente 
Demostracion 
Supongamos que X es T4 y xEX Se define B={y EX!] zx5.3015.z} 
Para demostrar que X es un preorden dirigido por componente se debe probar 
que B coincide con la componente de x Para esto se debe llegar a si 
y e B entonces 	 1) y 5 y implica y EB y 2) y 5y implica y G B 
En efecto 1) es trivial 	 2) sea y E B entonces existe zx5yy5z 
Supongamos que no existe z tal que z5z y 5 z luego {z)yfy) son 
cerrados disjuntos ( ver observación 2 7 parte (b) capitulo 1 ) Por lo tanto 
existen abiertos que los separan pero esto es absurdo pues un abierto que 
contiene a z contiene también a y5z y un abierto que contiene a y 
contiene también a y 5 y es decir que los abiertos que separan no son 
disjuntos Por lo tanto sí existe z En conclusión x<z5z y 5 z de esta 
forma y EB O 
En la siguiente tabla se resumen los resultados relacionados con el tema 
Espacios de Alexandroff Relación entre los elementos 
del conjunto 
Espacios de Alexandroff To Relaaon de orden 
Espacios de Alexandroff Ti. Relacion de identidad 
Espacios de Alexandroff T2 Relación de identidad 
Espacios de Alexandroff T 3 Relaaon de equivalencia 
Espacios de Alexandroff T 4 
Relaaon 	 de 	 preorden 
componente 
dirigido por 
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CONCLUSIONES 
Luego de conocer los Espacios de Alexandroff he llegado a las siguientes 
conclusiones 
Dado un espacio de Alexandroff Y las topologias en Y están en 
correspondencia biunivoca con los preordenes en x Ademas las 
topologias T 
 a los ordenes 
Dado un espacio de Alexandroff r o se puede construir su conjunto 
ordenado con cualquiera de las relaciones 
x 	 y si y solo si x e (y} para V(x) = x 
o 
x s.- 3 si y solo si y e ft} para v 	 = 
Dado un conjunto ordenado P se puede construir el espacio de 
Alexandroff To como el conjunto P con la topologia generada por 
X EP} 
o 
= {V (X) =1 X X E P} 
• El conjunto 	 fi = [V(x) X E 1 ) 
	 que genera la topologia del 
espacio de Alexandroff es unico 
• El preorden asociado a los espacios de Alexandroff T1 como T2 es la 
relacion de identidad 
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• El preorden asociado a un espacio de Alexandroff 
	 3 es una relacion 
de equivalencia 
• El preorden asociado a un espacio de Alexandroff T 4 es un preorden 
dirigido por componente 
• Sea (X T) un espacio de Alexandroff Tu y sea 8 G X Entonces 
las siguientes afirmaciones son validas 
a) Para X e ./C {X} = X 
b) Be = 	 E B Ts: CB1= U Ur x tx G 	 j 
c) B = 
d) = IN{ x x es maximal en 
e) Fr (B) = 1.1[1x 	 }\(x Tx C 	 } 
• Sea ( X T ) un espacio de Alexandroff Ti o 712 y sea 8 C X 
Entonces las siguientes afirmaciones son validas 
a) Para 2: el (2:1 = 	 = Cr) 
b) B = {x ell Tx B }= 11{tx 	 B }= 
C) S = 	 EB)=B 
d) B = 	 x x es ~ama' en B } = S\B = 
e) Fr(5. )= Untx tealUx tx Ç  83 = 8 U= 0 
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LISTA DE SIMBOLOS UTILIZADOS 
N = el conjunto de los numeras naturales 
( X 'I ) = espacio topologico 
x = conjunto bajo de x 
x = conjunto alto de x 
V(x) = interseccion de todos los abiertos que contienen a x 
= el preorden asociado a X 
= el preorden asociado a Y 
X°P = Espacio Opuesto 
f X —› Y = Funcion de X en Y 
o 
B = interior de B 
{B} = cerradura de {B} 
B = puntos de acumulacion de B 
Fr 	 = frontera de B 
A18 = diferencia 
49 
= el cardinal del conjunto M 
